@ PROBABILIDADES - 22 Ano MAEG 4.07.2017

TESTE EPOCA DE RECURSO

Nome: Numero:

Cotacao: (Espago reservado para classificagoes)

1.(15) 3a.(10) 4a.(15) 5.a(10) 6a.(15) 7.(15)
2.(15) 3b.(10) 4b.(10) 5.b(15) 6b.(15)
3c.(15) 4¢.(10) 6¢.(15)
4d.(15)

Nota: todas as questoes devem ser devidamente formalizadas e justificadas.

1. [15] Em determinada ilha, 60% da populagdo vive em zonas rurais e 40% em zonas urbanas. Apurou-se, também,
que 15% da populagdo que vive em zonas rurais fala inglés enquanto esta percentagem é de 35% para os que

vivem em zona urbana. Sabendo que uma pessoa escolhida ao acaso fala inglés, qual a probabilidade de viver em
zona rural?

Sejam os acontecimentos: I a pessoa fala inglés e R a pessoa vive numa zona rural
P(RIT) = P(IIR)X P(R) _ 0.15%0.6 009
P(IIR)XP(R)+P(IIR)xP(R) 0.15x0.6+0.35x04 0.09+0.14

0.3913

2. [15]Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional com fungdo distribuigdo conjunta F(x,y) e fung¢des distribuicdo

marginais F, (x) e F,(y) respectivamente. Prove que F, (x)+ F,(y)—1<F(x,y) <\ F; (x) F,(y)

Analisemos cada desigualdade separadamente:
F(x,y))=P(X <x,Y<y)=P(X <x)—=P(Y >y)+P(X >x,Y<y)
=F,(0)+(1-F,(»)+P(X>xY<y)
%/—J

>0
2F,(x)+1-F,(y)
F(x,y)=P(X<x,Y<y)=P(X <x|Y <y)P(Y £y) e de forma semelhante
Fx,y)=P(X<x,Y<y)=PY <yl X <x)P(X <x) logo
(F, ) =Fy(x)F,()P(Y <yl X <x)P(X <x1Y < y)

valorentre O e 1

SF () F(y)
Logo F(x,y) </Fy (x) Fy(y)

Resumindo os 2 casos vem F, (x)+ F,(y) = 1< F(x,y) <\ Fy (x) F, (y)

3. Assuma que num exame um estudante responde sequencialmente e de forma aleatdria (respostas independentes

de pergunta para pergunta) a um conjunto de perguntas de escolha multipla, cada uma com 5 alternativas das
quais uma é correcta e as restantes erradas.

a. [10] Qual a probabilidade de, em 10 perguntas, se observarem mais de 5 respostas certas?

X numero de respostas certas em 10 perguntas, X ~ 5(10,0.2)
P(X >5)=1-P(X £5)=1-0.9936 =0.0064
b. [10] Qual a probabilidade da primeira resposta certa aparecer na quarta pergunta?



Y numero da pergunta em que aparece a 12 resposta certa, Y ~ Geo(0.2)
P(Y =4)=0.8’x0.2=0.1024

c. [15] Qual a probabilidade da terceira resposta certa aparecer na décima pergunta? E qual o nUmero esperado
de respostas até aparecer a terceira resposta certa?

Z numero da pergunta em que aparece a 32 resposta certa, Z ~ BN(3,0.2)

9
P(Z=10)= (2J0.22 0.8”x0.2=36x0.2°x0.8" =0.0604

4. Seja X umav.a. com fungdo densidade dada por f, (x) =7x°, 0<x<l.
a. [15] Obtenha a funcdo de distribuicdo de X e calcule P(X >0.6) e P(X <0.61X <0.7).

0 *<0 10 x<0

F,(x)= jo"médu 0<x<l={x" 0<x<l
1 le 1 XZI

P(X >0.6)=1-P(X<0.6)=1-0.6" =0.9720
P(X <0.6) 0.6’

= =0.3399
P(X <0.7) 0.7’

P(X <0.61X<0.7)=

b. [10] Obtenha a média e a variancia de X .

g 1
E(X)=[ x720dx=7| % ~1_0s875
0 8| 8
| 2] 7 7 (7Y
E(X2)=j0x27x6dx:7(?} :5:0.7778 var(X) = E(X*) - (E(X))’ :g—igj =0.01215
0

c. [10] Obtenha a fun¢do densidade de W =2X* -1

1/2
W:2X2—1<:>X2:W2+1 @X:(Wz“j

Sol1-
de _1fwrl)T1_ 27
dw 2 2 2 4(w+D"

12\° 12
fyw)=17 (W—” i=ﬂ(w+1)5’2,0<(w—+1) <le-l<w<l
2 4w+l 32 2

12y’ 72
smz-FW(w):[(WT”j j DT el

7w+ 7
2 27/2 16\/5

(w+1)"?, —-1<w<1

Jw (W)=



3
d. [15] Sabendo que a distribui¢do da v.a. ¥ condicionada por X =x é dada por f,,,_.(y) :4y—4 ,0<y<xe
X

0<x<1 com x fixo obtenha a fungdo densidade conjunta e calcule P(X <0.5,Y <0.5).

3
FOY) = Fuxe, (DX fy (x)=4%x7x6 =28x"y’, 0<y<x<l

4 *
P(X <0.5,Y <0.5)= L"‘S [7282* ' dydx= Lﬁ” 28 % (yf} dx = j;"57 xdv=(x"]" = é —0.0078
0

ou
=P(X <0.5) jaque afuncdo densidade esta definida para y < x e portanto X <0.5 - Y <0.5

. Numa fabrica sdo produzidos parafusos de determinado tipo cujo peso, em gramas, pode considerar-se uma
variavel aleatéria, X , com distribuicdo normal de média 10 e desvio padrao 2.
a. [10] Seleccionado, de forma aleatdria e independente, um conjunto de 16 parafusos, qual a probabilidade do
peso médio do conjunto diferir do peso médio na populagao por mais de 1.1 gramas?

X peso em gramas de um parafuso X ~n(10,0=2)

16
_ _ Y0 x, ’
. ;g . _ i=1 i _
Seja X a média dos pesos dos parafusos no conjunto, X T com E o X~ n(16O’GZX, =8)

16
P(|X -p>1.1)=1-P(-1.1<X —pu<L1)=1-P —1.1<Zi;éXi—,u<l.l

<l1|=1-P|22< <2.2

16 16
X —16 . X.—160
=1_P _1.1< 21:1 i ﬂ Zz:l 8’

=1-(®(2.2)-P(-2.2)) =2(1-P(2.2)) =2x(1-0.9861) = 0.0278

b. [15] Estes parafusos sao comercializados em embalagens contendo 12 unidades. O peso da embalagem vazia,
em gramas, € uma variavel aleatéria com uma distribuicdo normal de média 60 e desvio padrdo 5. Qual a
probabilidade de uma embalagem pronta para ser vendida pesar menos de 190 gramas?

Y peso (gramas) de 12 parafusos Y= z::Xi ~n(120,0 =v48)
V peso da caixa vazia V ~n(60,0 =5)
W peso da caixa cheia W=V+Y~n(180,0'=\/ﬁ)

W -180 10

i IB

. Seja X uma v.a. com distribuicdo de Poisson de parametro 4 e Y uma v.a. independente de X com distribui¢do
binomial de parametros n=3 e 6=0.5.
a. [15] Admitindo que A=1.5calcule P(X =2), P(X =31X<4) e P(X =Y).
X ~ Po(A) X ~b(3;0.5)

pPWw <190):P( j:¢(1.17):0.8790

P(X =3) 0.1255

P(X =2)=02510; P(X =31 X <4)= =0.1279
P(X<4) 09814
: v P(X=y,Y=
P(X=Y)=) P(X=YIY=y)xP(Y=y)= Z;O(P(+—y)y)x P(Y = y)

=Y P(X =y)XP(Y =)
=0.2231x0.125+0.3347x0.375+0.2510x0.375+0.1255%0.125 =0.2632



b. [15]Se P(X =1)=P(X =2)=p,qualovalorde p?

Iy -4 2 -4 2 -2
A Xe =/1€_’1;P(X=2)=/1 Xe :ﬂe
1! 2!
B 226—1

P(X=1)= logo

Axe 2= AA-2)=0=1=2 jdque 1>0
p=Ae*=2¢7=0.2707

c. [15] Calcule E(|X —1|) e particularize a solugdo para A=1.

x -2 x -2 x -A x -1
E(X 1) =X e e+ B (o) e e 3 ey A

X x! x! x!
E(X) e

=e'1+/1—(1—e"’1):l+2e"1—1
QuandoA=1, E(|X —1|)=1+2¢" —=1=2/¢=0.735759

[15] No formuldrio apresenta-se a seguinte propriedade da distribuigdo exponencial:
X; ~Ex(4) (i=1,2,.., k) independentes = min X, ~ Ex(k4) . Demonstre esta propriedade.
Seja Y =min X,
F(»)=P(Y <y)=P(min X, < y)=1-P(min X, > y) = 1= P(X, > 3, X, > y,....X, > ¥)
=1-(P(X > y))k porque X,, X ; independentes para i # j

=l-(e®) =1-¢™

que é a fungdo de distribuicdo de uma exponencial com pardmetro Ak




